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Wabhrscheinlichkeit und Hypothesen priifen

read.csv('../data/indicators.csv') %>%
1m(GDPPerCapita~euJoin2004, DAY
summary ()

##

## Call:

## Im(formula = GDPPerCapita ~ euJoin2004, data = .)

##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -8960.1 -2741.9 -474.1 2538.8 16372.9

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|[tl)

## (Intercept) 11128.9 335.3 33.19 <2e-16 **x*
## euJoin2004No EU Member -7607.7 443.6 -17.15 <2e-16 *xx
## -

## Signif. codes: 0 '#%x' 0.001 'sx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 4694 on 455 degrees of freedom

## (56 observations deleted due to missingness)

## Multiple R-squared: 0.3926, Adjusted R-squared: 0.3912

## F-statistic: 294.1 on 1 and 455 DF, p-value: < 2.2e-16

**
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Wabhrscheinlichkeit und Hypothesen priifen

data.frame(y=dbinom(0:20,20,.5),x=0:20) %>%
ggplot (aes(y=y,x=x)) +
geom_bar(stat='identity') +
labs(y='Haufigkeitsverteilung',x="'Anzahl an "Kopf"') +

Das Idee hinter dem Hypothesenpriifverfahren
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Wabhrscheinlichkeit und Hypothesen priifen

dbinom(15,20,.5)

## [1] 0.01478577

sum(dbinom(15:20,20,.5))

## [1] 0.02069473
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Das Idee hinter dem Hypothesenpriifverfahren

Wabhrscheinlichkeit und Hypothesen priifen

P ein p-Wert driickt eine bedingte Wahrscheinlichkeit aus

» nehmen wir an, dies sei die Haufigkeitsverteilung der
Statistik in der Grundgesamtheit fiir die wir uns
interessieren, was ware dann die Wahrscheinlichkeit
gegeben dieser Verteilung wenn die Statistik einen Wert
annimmt, der so extreme ist wie den Wert unserer
Stichprobenstatistik?
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Wabhrscheinlichkeit und Hypothesen priifen
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Priifverteilung

» auch: Stichprobenverteilung der Statistik
» woher kriegen wir die Prifverteilung?
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Priifverteilung

» auch: Stichprobenverteilung der Statistik
» woher kriegen wir die Prifverteilung?
» Kombinatorik = exakte Haufigkeitsverteilungen
» theoretische Herleitung
» aufbauend auf Gesetz der groBen Zahlen
» zentraler Grenzwertsatz
» bedarf einer zufalligen Stichprobe
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Gesetz der groBen Zahlen

» fiir eine Zufallsvariable X, ..., X,, die unabhéngig und
identisch verteilt ist (iid), Mittelwert p und
Standardabweichung o.
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Gesetz der groBen Zahlen

» fiir eine Zufallsvariable X, ..., X,, die unabhéngig und
identisch verteilt ist (iid), Mittelwert p und
Standardabweichung o.

» wenn wir den Mittelwert der Grundgesamtheit 1 mit Hilfe des

n

Stichprobenmittelwert schatzen X, = 3> X; ..., dann
i=1

n :
kommen wir mit einer Stichprobe, die groB genug ist, beliebig
nahe an p heran, oder:
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Gesetz der groBen Zahlen

» fiir eine Zufallsvariable X, ..., X,, die unabhéngig und
identisch verteilt ist (iid), Mittelwert p und
Standardabweichung o.

» wenn wir den Mittelwert der Grundgesamtheit 1 mit Hilfe des

n

Stichprobenmittelwert schitzen X, = % > X; ..., dann
kommen wir mit einer Stichprobe, die g;rloB1 genug ist, beliebig
nahe an p heran, oder:
> plim(X,) = p -
» wobei plim() aussagt: limp_ oo P(| Xy — p]) < €) =1 fiir jedes
beliebig kleine €.
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Gesetz der groBen Zahlen

Der Durschhnitt vieler Beobachtungen der selben GroBe ist genauer
als jede einzelne Beobachtung alleine. Wenn die StichprobengréBe n
steigt, geht die Wahrscheinlichkeit, dass X, gleich p ist gegen 1
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Zentraler Grenzwertsatz

» flir eine Zufallsvariable Xi, ..., X,, die unabhangig und
identisch verteilt ist (iid), Mittelwert p, Standardabweichung o

— n
und X, = % > X
i=1
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Zentraler Grenzwertsatz

» flir eine Zufallsvariable Xi, ..., X,, die unabhangig und
identisch verteilt ist (iid), Mittelwert p, Standardabweichung o

— n
und X, = % > X
i=1

» Dann folgt X,, asymptotisch (d.h. mit n konvergierend) der
Normalverteilung mit Mittelwert 1 und Standardabweichung o.
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Zentraler Grenzwertsatz

Wenn die StichprobengroBe n steigt, konvergiert die
Haufigkeitsverteilung der Zufallsvariable X,, zur Normalverteilung
mit N(u, o).
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Zentraler Grenzwertsatz

Satz gilt auch fiir die Standarnormalverteilung

Xn—
z,= ot

g

wobei, wenn die StichprobengroBe n steigt, konvergiert die
Haufigkeitsverteilung der Zufallsvariable Z,, zur
Standardnormalverteilung mit N(1,0).
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Wichtige Priifverteilungen: Normalverteilung

» Normalverteilung
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Wichtige Priifverteilungen: Normalverteilung

» Normalverteilung
» Standardnormalverteilung
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Wichtige Priifverteilungen: Normalverteilung

» Normalverteilung
» Standardnormalverteilung

— Sitzungsnotizen
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Wichtige Priifverteilungen: Normalverteilung

Weitere Griinde warum die Normalverteilung super ist:

» Ihr kdnnt die Verteilng skalieren: wenn X ~ N(u,0?), dann
a+ bX ~ N(a+ by, b%0?)
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Weitere Griinde warum die Normalverteilung super ist:

» Ihr kdnnt die Verteilng skalieren: wenn X ~ N(u,0?), dann
a+ bX ~ N(a+ by, b%0?)

» lhr konnt Zufallsvariablen kombinieren: wenn X und Y
unabhingig sind, d.h. X ~ N(u1,0%) und Y ~ N(uz,03),
dann X + Y ~ N(uy + po, 0% 4 03)
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Wichtige Priifverteilungen: Normalverteilung

Weitere Griinde warum die Normalverteilung super ist:

» Ihr kdnnt die Verteilng skalieren: wenn X ~ N(u,0?), dann
a+ bX ~ N(a+ by, b%0?)

» |hr kdnnt Zufallsvariablen kombinieren: wenn X und Y
unabhingig sind, d.h. X ~ N(u1,0%) und Y ~ N(uz,03),
dann X + Y ~ N(uy + po, 0% 4 03)

» |hr konnt mit quadrierten Zufallsvariablen arbeiten: Wenn
X1, ..., X, eine identisch und unabhangig verteile
Zufallsvariable ist, dann folgt, dass En: X,-2 auch normalverteilt

. i=1
ist!
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Wichtige Priifverteilungen: Normalverteilung

Weitere Griinde warum die Normalverteilung super ist:

» Ihr kdnnt die Verteilng skalieren: wenn X ~ N(u,0?), dann
a+ bX ~ N(a+ by, b%0?)

» |hr kdnnt Zufallsvariablen kombinieren: wenn X und Y
unabhingig sind, d.h. X ~ N(u1,0%) und Y ~ N(uz,03),
dann X + Y ~ N(uy + po, 0% 4 03)

» |hr konnt mit quadrierten Zufallsvariablen arbeiten: Wenn
X1, ..., X, eine identisch und unabhangig verteile
Zufallsvariable ist, dann folgt, dass En: X,-2 auch normalverteilt
ist! =

» Das selbe gilt fiir Verhaltnisse, Proportionen, etc von
Zufallsvariablen.
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Wichtige Priifverteilungen: Normalverteilung

Weitere Griinde warum die Normalverteilung super ist:

Fiir eine X ~ N(u, 0?)

* mit einer Wahrscheinlichkeit von 68%, liegt X zwischen i — o und
pto

* mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%, liegt X zwischen p — 20
und o+ o

* mit einer Wahrscheinlichkeit von 99%, liegt X zwischen p — 30
und o+ o

VO Statistik 2023 20/42
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Wichtige Priifverteilungen: t-Verteilung

wobei p der Mittelwert der Grundgesamheit, X der Mittelwert der
Stichprobe, s die Standardabweichung der Stichprobe und n die
StichprobengroBe ist.
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Wichtige Priifverteilungen: t-Verteilung

out <- data.frame( seq(-4,4,.001)) %>%

mutate (
dnorm(theta,0,1),
dt (theta,2),
dt (theta,5),
dt (theta,30)) %>%

pivot_longer( x1:x4) %W>%

mutate ( factor (recode (name,

'x1'='Normal','x2'='t, df=2','x3'='t, df=5','x4'='t, df=30'),
c('Normal','t, df=2','t, df=5','t, df=30')))
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Wichtige Priifverteilungen: t-Verteilung

plot <- out %>% ggplot(aes(y=value,x=theta, name, name)) +
geom_line() +
scale_color_manual ( c('black','red','red','red')) +
scale_linetype_manual( c(1,2,3,1)) +

labs(y='Density',x=expression(theta)) +
theme_bw() +
theme ( 'bottom', element_blank())
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Wichtige Priifverteilungen: t-Verteilung

plot

0.4+

0.1-

0.0+

0
2]

— Normal - - t df=2 t df=5 — t, df=30
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Wichtige Priifverteilungen: y>-Verteilung

Gegeben n unabhangige und identisch standardnormalverteilte
Zufallsvariablen Z1, ..., Z,, dann heiBt die Verteilung der Summe
der quadrierten Zufallsvariablen

X =327 ~x*(df)

i=1

wobei df sind die Freiheitsgrade (eine Funktion von n)
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Wichtige Priifverteilungen: y>-Verteilung

Gegeben n unabhangige und identisch standardnormalverteilte
Zufallsvariablen Z1, ..., Z,, dann heiBt die Verteilung der Summe
der quadrierten Zufallsvariablen

X =37 ~x*(df)
i=1

wobei df sind die Freiheitsgrade (eine Funktion von n)

— Beispiel? Summe der quadrierten Fehler in der
Regressionsanalyse.
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Wichtige Priifverteilungen:

x>-Verteilung

x(x)
05 |
04 |
03 |
TN
02 4/ R
N
1 N
1 N -
<
U ~
01 B e =
0 T T T — xr
0 2 4 6 8 10
| y=1 -- v=3 ---,/:G—y:l[l|

Figure 1: Source: Sibbertsen/Lehne, S.301
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Wichtige Priifverteilungen: F-Verteilung

Gegeben zwei unabhangige und identisch standardnormalverteilte
Zufallsvariablen X und X, mit Freiheitsgraden dfy und df;, dann
heiBt die Verteilung der Zufallsvariable

F =930~ F(dh, dh)
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Wichtige Priifverteilungen

read.csv('../data/indicators.csv') %>%
1m(GDPPerCapita~euJoin2004, DAY
summary ()

##

## Call:

## Im(formula = GDPPerCapita ~ euJoin2004, data = .)

##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -8960.1 -2741.9 -474.1 2538.8 16372.9

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|[tl)

## (Intercept) 11128.9 335.3 33.19 <2e-16 **x*
## euJoin2004No EU Member -7607.7 443.6 -17.15 <2e-16 *xx
## -

## Signif. codes: 0 '#%x' 0.001 'sx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 4694 on 455 degrees of freedom

## (56 observations deleted due to missingness)

## Multiple R-squared: 0.3926, Adjusted R-squared: 0.3912

## F-statistic: 294.1 on 1 and 455 DF, p-value: < 2.2e-16

**
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1. Definiere eine aussagekraftige, testbare Hypothese.
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Hypothesenpriifverfahren

1. Definiere eine aussagekraftige, testbare Hypothese.
2. Finde eine angemessene, valide Prifstatistik.
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Hypothesenpriifverfahren

1. Definiere eine aussagekraftige, testbare Hypothese.

Finde eine angemessene, valide Priifstatistik.

3. Leite die Verteilung der Priifstatistik ab — exakte, theoretisch (,
basierend auf Simulation) — das ist die Verteilung der Statistik
in der Grundgesamtheit gegeben das die Null-Hypothese wahr
ist.

g
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Hypothesenpriifverfahren

g

Definiere eine aussagekraftige, testbare Hypothese.

Finde eine angemessene, valide Priifstatistik.

Leite die Verteilung der Prifstatistik ab — exakte, theoretisch (,
basierend auf Simulation) — das ist die Verteilung der Statistik
in der Grundgesamtheit gegeben das die Null-Hypothese wahr
ist.

Identifiziere basierend auf der Prifverteilung den Wert der
Statistik der den Ablehnungsbereich der Hypothese abgrenzt
(Kritischer Wert) und den p-Wert, und treffe eine
Entscheidung ob die Null-Hypothese abzulehnen ist.
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Hypothesenpriifverfahren

Definitionen:

» Kritischer Wert: kleinster Wert der Statistik, gegeben des
gewahlten Levels an statistischer Signifikanz des Prifverfahrens,
an dem die Null-Hypothese abgelehnt wird.

» Type 1-Fehler: Ablehnen der Null-Hypothese auch wenn die

Null-Hypothese wahr ist
» Level statistischer Signifikanz des Priifverfahrens « ist die
Wabhrscheinlichkeit eines Type 1-Fehlers of a type 1 error
» Type 2-Fehler: Versdumnis die Null-Hypothese abzulehnen

obwohl diese falsch ist
» [ ist die Wahrscheinlichkeit des Type 2-Fehlers

» statistical power eines Prifverfahrens: 1 — 3
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Hypothesenpriifverfahren

— Sitzungsnotizen
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Hypothesenpriifverfahren
Priifverteilung

i .

priifverfahren

Hypott
Vorhersagen

Ein Wort der Warnung beziiglich p-Werten

PROBABLE CAUSE

A Pvalue measures whether an obseved result can be atfributed to chance. But it cannot answer a
researcher’s real question: what are the odds that a hypothesis is correct! Those odds depend on how

M Chance of real effect
Chance of no real effect

strong the result was and, most importantly, on how plausibile the hypothesis is in the first place.

Bofore the experiment
The plausibility of the
pothesis — the odds of
it being true — can be
estimated from previous
experiments, conjectured
mechanisms and other
expert knowledge. Three
‘examples are shown here.

The measured P value

A value of 0.05 is
‘conventionally deemed
statistically significant’; a
value of 0.01 is considered
very significant’.

After the experiment
A small P value can make
a hypothesis more
plausible, but the
difference may not be
dramatic.

Figure 2:

VO Statistik 2023

THE LONG SHOT THE TOSS-UP THE GOOD BET
19-to-1 odds against 1-to-1 odds. 9-to-1 odds in favour
| = ]
no real effect
50% 50% 0% 10%
5% chance
of real effect |\ 1 i
\
P=005 P=0.01 P=0.05 P=001 P=005 P=001
1%
chance of | /
real effect / /
¢ v v % v ¥
89%, cnz\m' 30% 70%  71% 29% | 89% 1% 96% % 9% 1%

no real effect

Source: @nuzzoValuesGoldStandard2014, p.2
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Ein Wort der Warnung beziiglich p-Werten

Nochmal zu den Sitzungsnotizen:

— Sitzungsnotizen
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Regression: Beschreiben, Inferenz oder Vorhersagen?

P Regressionsanalyse gibt uns eine Beschreibung des
Zusammenhangs zwischen einer abhangigen und einer oder
mehrerer unabhangigen Variablen

» Die Methode der kleinsten quadrierten Fehler gibt uns
Regressionskoeffizienten, welche die best-passende Linie durch
die Datenwolke zieht
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Regression: Beschreiben, Inferenz oder Vorhersagen?

1,000

SSE =2,906,305

Reported crimes

SSE=2,026,368

. SSE=1,542,564

Reported crimes

10

Temperature

60

80

40 60

Temperature

Figure 3: Source: de Mesquita/Fowler, S.99
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Regression: Beschreiben, Inferenz oder Vorhersagen?
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Figure 4: Source: de Mesquita/Fowler, S.104
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Regression: Beschreiben, Inferenz oder Vorhersagen?

Third-order pol
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Fourth-order polynomial Tenth-order polynomial
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Age Age

What's this?

t = Bo + Prage + ﬁzage2 4+ ...+ ﬁgagelo

— Brilliant, aber wir haben hier das Problem von Overfitting
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Regression: Vorhersagen

» Regressionsanalyse zur Vorhersage mochte keine Inferenz
betreiben, sondern die Daten so gut wie moglich beschreiben:
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Regression: Vorhersagen

» Regressionsanalyse zur Vorhersage mochte keine Inferenz
betreiben, sondern die Daten so gut wie moglich beschreiben:
» was ist das beste Modell (welche Variablen in welcher
funktionaler Form), um die Daten zu beschreiben
» Kriterium: Mittlere quadrierte Fehler
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Regression: Vorhersagen

» Regressionsanalyse zur Vorhersage mochte keine Inferenz

betreiben, sondern die Daten so gut wie moglich beschreiben:
» was ist das beste Modell (welche Variablen in welcher
funktionaler Form), um die Daten zu beschreiben
» Kriterium: Mittlere quadrierte Fehler

y=Fx)+e
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Regression: Vorhersagen

» Vorhersagen heiBt:
1. finde f(x) (kénnte das einfache Regressionsmodell o + 11
etc sein) mit Daten die wir schon haben (“train data")
2. Ob es ein gutes Model ist, sagt uns dann der Mittlere quadrierte
Fehler, wenn wir es auf neue Daten anwenden (“test data")
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» Vorhersagen heiBt:
1. finde f(x) (kénnte das einfache Regressionsmodell o + 11
etc sein) mit Daten die wir schon haben (“train data")
2. Ob es ein gutes Model ist, sagt uns dann der Mittlere quadrierte
Fehler, wenn wir es auf neue Daten anwenden (“test data")

— Gangigerweise machen das oft Computer: Machine Learning
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Regression: Vorhersagen

» Vorhersagen heiBt:
1. finde f(x) (kénnte das einfache Regressionsmodell o + 11
etc sein) mit Daten die wir schon haben (“train data")
2. Ob es ein gutes Model ist, sagt uns dann der Mittlere quadrierte
Fehler, wenn wir es auf neue Daten anwenden (“test data")

— Gangigerweise machen das oft Computer: Machine Learning
— Immer ein trade-off zwischen Varianz und Bias

<+ Warum ist das nicht Inferenz im Sinne wie oben?
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Was sollt ihr aus der heutigen Sitzung mitnehmen?

vvyyvyy

versteht den Grundgedanken hinter Hypothesenpriifverfahren
wisst woher die Priifverteilungen kommen kénnen

wisst wie ihr das Hypothesenpriifverfahren anwenden kénnt
verstehet, dass das Hypothesenpriifverfahren und wie wir
p-Werte berechnen und fiir Inferenz nutzen problematisch sind
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